Felix Klein und
Geschichte der Mathematik im Unterricht

Renate Tobies

Felix Klein (1849-1925) betrachtete Geschichte der Mathematik als einen
grundlegenden Bestandteil der Allgemeinbildung von Lehramtskandidaten,
damit sie eine ,,wissenschaftliche Unterrichtsmethode * verwirklichen konnen.
Seine ,,genetische Methode “ soll in die damalige Unterrichtsreform (,,Klein-
sche“ Reform) eingebettet werden. Zugleich wird an einigen Beispielen de-
monstriert, welche mathematischen Erkenntnisse Felix Kleins Gegenstand des
Unterrichts sein konnen.

Vorbemerkung

Historische Aussagen sind immer zu interpretieren und quellenkritisch zu
hinterfragen. Ein Beispiel mit AuBerungen iiber Felix Klein sei an den Be-
ginn gesetzt. Georg Cantor (1945-1918) — dessen damals neuartige Arbeiten
zur Mengenlehre Klein und Adolph Mayer (1839—-1908) in die Mathemati-
schen Annalen aufgenommen hatten (vgl. [TR90]) — schrieb am 13. Dezem-
ber 1893 an den italienischen Mathematiker Giulio Vivanti (1859-1949), um
ihm seine ,,Ansichten iiber die pathologisch-mikrobiologischen Wesen, mit
welchen Italiens Mathematik so gefihrlich infiziert ist, etwas ausfiihrlicher
darzulegen.” [Mes65, S. 504]

Cantor kritisierte in diesem Brief den Zahlbegriff, die ,,Ordnungen des
Unendlichwerdens von Functionen [...]* etc. bei Johannes Thomae (1840—
1921), Paul du Bois-Reymond (1831-1889), bei dem Osterreicher Otto Stolz
(1842-1905) und setzte fort:

,,Herr Professor Veronese (der wenn ich nicht irre aus der be-
rithmten Schule des Herrn Professors Felix Klein ist, den er auch
als einen gewaltigen mathematischen Heros verehrt) hat endlich
auf den Schultern jener deutschen Vorgiinger! in Verbindung mit
den unklaren Ideen seines eben erwihnten Lehrers seine neue
Theorie der actual unendlichen kleinen Segmente aufgebaut und
ist mit dem Anspruch aufgetreten, durch dieselben neue Grund-
lagen fiir die Geometrie geschaffen zu haben.” [Mes65, S. 505]

Der Seitenhieb auf Felix Klein erkennt dessen ,,Schule® an, verkennt jedoch
die Kleinsche Arbeitsweise, die u. a. beinhaltete, dass dieser (auch unausge-
reifte) Ideen publizierte und jiingeren Mathematikern bewusst tibergab, damit
sie daran weiter feilten. So wurden viele Kleins ,,Schiiler”, die ihm fiir die
angeregte eigene Kreativitdt mehrheitlich lebenslang dankbar waren. Dies

I Cantor subsumierte Otto Stolz unter die Deutschen.
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bezeugt u.a. die grofle Zahl der Sponsoren fiir das von Max Liebermann
(1847-1935) gemalte Felix Klein-Portrit (1912), zu denen Giuseppe Vero-
nese (1854-1917) gehorte (vgl. [Tob21, S. 617]).

Veronese war durch Luigi Cremona (1830-03) zu Klein empfohlen wor-
den. Er studierte drei Semester (1880/81-1881/82) in Leipzig, wo ihn Klein
zu neuen Arbeiten fiihrte.> Cantor bezog sich auf Veroneses Buch Fonda-
menti di geometria a pin dimensioni e a pin specie di unita rettilinee es-
posti in forma elementare [Ver91], das drei Jahre spiter iibersetzt bei Teub-
ner erschien [Ver94]. Im Unterschied zu Cantor bezeichnete Tullio Levi-
Civita (1873-1941) Veroneses Herangehen als meisterhaft und David Hil-
bert (1862—-1943) urteilte: tiefgriindig. Felix Klein schrieb, dass Veronese
hier ,,[...] in abstraktester Form das rein wissenschaftliche Problem einer all-
gemeinen mehrdimensionalen und ,nichtarchimedischen’ Geomerie* behan-
delte [Kle25, S. 247]. Dieses Buch empfahl Klein nicht als Schulbuch, ver-
wies aber auf weitere, fiir den Unterricht geeignete Biicher Veroneses [Kle25,
S. 147-48].

Gleichungen fiinften Grades

Felix Klein genoss am Gymnasium in Diisseldorf einen mathematischen Schul-
unterricht, in dem auch Gleichungen fiinften Grades behandelt wurden. Das
ist ein Schulstoff, der heute nicht selbstverstindlich zum Lehrplan gehort,
sich aber — unter Einbeziehen historischer Aspekte — ausgezeichnet zum Er-
kldren grolere Zusammenhinge eignet. Klein absolvierte das Abitur im Alter
von 16; samtliche schriftliche Abiturarbeiten sind erhalten. Gerd Fischer pu-
blizierte bereits Kleins Mathematikarbeit [Fis85]. Unter den vier Aufgaben
war eine zur Algebra, die hier genannt sei:

,.Der Unterschied zweier Zahlen betrigt 2, der Unterschied ihrer
fiinften Potenzen 2882. Die Zahlen sollen gefunden werden. “

Kleins Losungsweg sei kurz angedeutet:

¢ Heiflen die Zahlen x und y, so:
Nx—y=2; 1) x° —y° = 2882
¢ Erheben wir [ in die fiinfte Potenz, so haben wir:
X — 5x4y +10x3y? — 1062y + 5xy* — y5 =32

* Multiplizieren wir nun beide Seiten von // mit 4, so haben wir:

4x° —4y° = 11528

2 Vgl. Veroneses Arbeiten [Ver81a; Ver81b].
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¢ Addieren wir nun die beiden Seiten und dividieren wir durch 5, so er-
halten wir [...]

¢ Fiir x erhalten wir: x = 5 oder x = —3;

¢ Fiir y erhalten wir: y = 3 oder y = —5.

Dass Klein im Losungsweg eine Gleichung fiinften Grades benutzte, die auf
Gleichungen niederen Grades zuriickgefiihrt werden kann, deutet auf den be-
handelten Schulstoff. Das Thema kann gut historisch eingebettet werden. Es
kann z. B. erkldrt werden, seit wann bekannt ist, dass Gleichungen 2., 3. und
4. Grades mittels allgemeiner Losungsformeln in Radikale (Wurzeln) auflos-
bar sind, dass dies fiir die allgemeine Gleichung fiinften Grades

ax5+bx4—|—cx3+dx2+ex—|—f:0

nicht gilt und Niels Henrik Abel (1802-1829) den ersten vollstindigen Beweis
dafiir erbrachte etc.

Kleins spétere Forschungsbeitrige zu diesem Themenfeld sind im Kon-
text mit dem Ikosaeder (einer der fiinf regulédren Polyeder) interessant. 1884
erschien Kleins Buch Vorlesungen iiber das Ikosaeder und die Auflosung der
Gleichungen vom fiinften Grade [Kle84]; spiter publizierte er noch einen ,,be-
sonders anschaulichen Beweis fiir die Nichtauflosbarkeit der Ikosaederglei-
chung — und also der allgemeinen Gleichung fiinften Grades — durch Wurzel-
zeichen®, wie er es selbst ausdriickte [Kle05, S. 363].

Platonische Korper
Die fiinf regulidren Polyeder, neben dem Ikosaeder Tetraeder, Wiirfel, Okta-
eder, Pentagondodekaeder, waren bereits dem griechischen Philosophen Pla-
ton (428/427-348/347 v.u.Z.) bekannt, der sie in seinem Werk Timaios den
damals als Elemente betrachteten Dingen (Erde, Wasser, Luft, Feuer) und
dem Weltganzen zuordnete. Im Buch XIII der Elemente des Euklid (um 300
v.u.Z.) sind diese Korper mathematisch behandelt; und im letzten Satz wird
der Beweis gefiihrt, dass es keine weiteren regulidren Polyeder gibt.

Felix Klein beurteilte diese Korper, auch das Falten ihrer Modelle aus
Papier, als wichtigen Unterrichtsgegenstand:

, Hermann Wiener* hat angegeben, wie man sich durch Papierfal-
ten die Netze der reguldren Korper verschaffen kann. Eigentiim-
licher Weise hat zu derselben Zeit ein indischer Mathematiker,

3 Vgl. einen schonen Uberblick in [Kl1e95, Kapitel 1 des ersten Abschnitts]: Ueber
diejenigen algebraischen Gleichungen, welche sich durch Quadratwurzeln losen
lassen.

4 Hermann Wiener (1857-1939), seit 1894 Mathematik-Professor an der TH Darm-
stadt, hatte u. a. bei Felix Klein an der TH Miinchen und in Leipzig studiert.
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Sundara Row, in Madras, ein kleines Buch: ,On paper folding",
erscheinen lassen, in welchem derselbe Gedanke noch weiter-
gehend verfolgt wird, indem beispielsweise gezeigt wird, wie
man durch Papierfalten beliebig viele Punkte krummer Linien
(z. B. Ellipse, Cissoide) construieren kann (London, Macmillan,
1893).” [Kle95, S. 33]

Das Buch des Inders Tandalem Sundara Row (*1853) Geometrical Exercises
in Paper Folding [Sun93] war in Madras und London zugleich erschienen.
Es wurde im Dezember 1894 in der britischen Zeitschrift The Mathematical
Gazette positiv besprochen [Lan94], fiir die Ausbildung von Erzieher/innen
empfohlen und erlebte mehrere Auflagen.

Kleins englische Doktorschiilerin Grace Chisholm (Young) (1868—1944),
die seit Herbst 1893 bei ihm in Géttingen studierte und dort 1895 promovier-
te, erarbeitete spéter, daran ankniipfend und angeregt durch Klein, ein Begin-
ner’s Book of Geometry [YY05]. Eine deutsche Ubersetzung davon, Der klei-
ne Geometer, erschien 1908 bei Teubner. Felix Klein lobte das Buch, schrieb
dariiber in Band II (Geometrie) seiner Elementarmathematik:

,Hier soll ein neuer, origineller Weg gewiesen werden, das Kind
in das geometrische Verstindnis, und zwar sogleich in die dreidi-
mensionale Raumanschauung, einzufiihren. Die leitende Idee ist,
daB die natiirliche Raumanschauung notwendig erlahmen muf,
wenn man das Kind von vornherein ausschlieBlich an das Zeich-
nen auf dem zwei-dimensionalen Papier gewohnt und so seine
Anschauung kiinstlich auf die Ebene beschrinkt. So wird von
vornherein mit dem interessanten Hilfsmittel des Papierfaltens
operiert [...]. Dabei ergeben sich @uferst anschauliche und doch
gleichzeitig logisch befriedigende Beweise z.B. fiir den pythago-
reischen Satz, und es entsteht iiberhaupt ein neuer, interessanter,
auch fiir den hoheren Betrieb durchaus in Betracht kommender
Aufbau der Geometrie.* [Kle25, S. 236]

Klein, der dafiir eintrat, ,,daB3 neben der Euklidischen Methode neuere Metho-
den der Geometrie in den Unterricht auf Gymnasien eingefiihrt werden* (so
eine seiner fiinf Thesen im Rahmen seines Promotionsverfahrens, Dez. 1868),
lehnte Einseitigkeit ab. So betonte er neben der Anschauung stets auch den
logischen Aspekt. In seinem Seminar des WS 1894/95 lie§3 er z. B. nebst dem
Wichtigsten aus der Mannigfaltigkeitslehre (Mengenlehre)® auch das Irratio-
nale bei Euklid diskutieren.

3 Der zur Mengenlehre Vortragende Wilhelm Lorey (1873-1955) erklirte: ,,Der Vor-
trag hat den Zweck einige wichtige Grundbegriffe, die zum groBSten Teil von Georg
Cantor geschaffen worden sind, vorzufithren und zu erldutern, weil in den kom-
menden Seminarvortragen sie fortwihrend gebraucht werden miissen.* Er gliederte



Klein und Geschichte der Mathematik im Unterricht 179

Den Vortrag Einfiihrung des Irrationalen bei Euclid hielt der spiter als
Sprachforscher bekannte Ludwig Schiitz (1873-1941), der ausfiihrlich in das
Protokollbuch [Klel12, Bd. 12: S. 139-151] eintrug, das Auftreten irrationa-
ler Groflen (Strecken) historisch einbettete, die Diagonale im Quadrat und
irrationale Grofen an den fiinf reguldren Polyedern hervorhebend. Schiitz be-
schrieb den Inhalt der Elemente, insbesondere Buch X, und unterbreitete ei-
ne ,,Tabelle der Irrationallinien®. Schiitz hatte fiir den Vortrag acht Titel von
Primir- und Sekundérliteratur zur Geschichte der Mathematik benutzt.

Klein lief das Mathematische Lesezimmer in Gottingen mit den wich-
tigsten Biichern zur Mathematikgeschichte ausstatten. Er sorgte auch dafiir —
abgestimmt mit Alfred Ackermann-Teubner (1857-1941) —, dass eine spezi-
fische Zeitschrift in das Teubner-Zeitschriftenprogramm aufgenommen wur-
de. Der Verlag erwarb die Bibliotheca Mathematica, die der Schwede Gustaf
Enestrom (1852-1923) 1884 begriindet hatte; sie erschien zunichst in ver-
schiedenen Verlagen. Mit dem Wechsel zu Teubner (1900) erhielt die Zeit-
schrift einen groferen Umfang, konnte jedoch den Ersten Weltkrieg nicht
iberleben. (vgl. [Tob19, S. 272-274])

Aus- und Fortbildung von Lehrpersonen

Studierende der Mathematik waren an deutschen Universititen bis 1942 haupt-
sichlich Lehramtskandidaten.® Somit ist es verstindlich, wenn dem Unter-
richt an den (hoheren) Schulen sowie der Aus- und Weiterbildung von Lehr-
personen besondere Aufmerksamkeit gewidmet wurde. Bereits als 23-Jidhriger
zielte Felix Klein in seiner Antrittsrede (7. Dez. 1872) als Professor an der
Universitidt in Erlangen darauf, das in Schiilerkreisen verbreitete Urteil zu
tiberwinden, ,,dass es auf Mathematik doch nicht ankomme* und plddierte
— neben ,,logischer Exposition* fiir eine (neue) anschauliche Lehrmethode,
die auch Ubungen im Zeichnen und Modellieren umfassen sollte. In diesem
Sinne prigte er die Losung:

.Schaffen wir bessere Lehrer, so wird der Unterricht von selbst

das Thema in 13 Punkte und schrieb am Ende seines Referats: ,,Nach diesem Vor-
trag wurde durch Herrn Prof. Klein darauf hingewiesen, welche wichtige Anwen-
dung die Mannigfaltigkeitslehre gefunden hat bei[m] Mittag-Lefflerschen Theorem
(Mittag-Leffler Acta Mathematica Bd. IV.) [Klel2, Bd. 12: S. 90-93]. — Anschlie-
Bend sprach Kleins damaliger Assistent Arnold Sommerfeld (1868-1951) iiber Ber-
nard Bolzanos (1781-1848) Paradoxien des Unendlichen sowie iiber Gosta Mittag-
Lefflers (1846-1927) Theorem [Klel12, Bd. 12: S. 93-96]. — In Band I von Kleins
Elementarmathematik befindet sich ein Anhang Die Mengenlehre [Kle24, S. 271—
290].

6 Seit 1895 existierte an der Universitit Gottingen ein Studiengang Versicherungsma-
thematik; die Zahl dieser Absolventen war jedoch gering. Ein Diplomstudiengang
an Universitidten wurde erstmals 1942 eingefiihrt; an einzelnen Technischen Hoch-
schulen bereits seit den 1920er Jahren (vgl. detaillierter hierzu [ANTO04]).
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besser, dann wird die alte ihm zugewiesene Form sich mit neuem,
lebenskraeftigen Inhalte fuellen!* [Jac77, Bl. 1-19, bes. Bl. 15]

Zu Beginn der 1890er Jahre, als die Zahl der Mathematikstudierenden ge-
sunken war (dies geschah regelméfig in Form einer Wellenbewegung und war
abhingig von den offenen Stellen an hoheren Schulen — vgl. bspw. [Tit81]),
fand Klein einen neuen Weg, um sich intensiver um bereits in der Schule
(Gymnasien, Realgymnasien, Oberrealschulen) titige Lehrpersonen zu kiim-
mern. Er kreierte 1892 erstmals mathematische Ferienkurse (Fortbildungs-
kurse) an der Universitéit Gottingen und trat mit dem 1890 gegriindeten Verein
zur Forderung des mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterrichts
(kurz: Forderverein) in Kontakt.

Im ersten Ferienkurs (Oktober 1892) standen ,,Modelle & Kreiseltheorie®
im Zentrum. Im Mirz 1893 hospitierte Klein an Hannoveraner Gymnasien,
um von Lehrern selbst zu erfahren, welche Gebiete fiir sie besonders wichtig
sind. Uber das Resultat erklrte er:

- ..] jetzt Transcendenz von 7, spéter Grundbegriffe der Geo-
metrie, besonders Parallelentheorie [...]. Ein Colleg iiber Axio-
me der Geometrie hat fiir den Lehrer directeren Bildungswerth
als eines iiber algebraische Curven, ein Colleg iiber Wahrschein-
lichkeitsrechnung mehr als eines iiber Determinanten.* (zitiert in
[Tob19, S. 351])

Im selben Jahr 1893 lieferten David Hilbert, Adolf Hurwitz (1859-1919),
Paul Gordan (1837-1912) neue, verecinfachte Beweise fiir die Transzendenz
von 7 (und e), die Klein bereits 1893 in den USA bekannt machte, gemeinsam
in ein Heft der Mathematischen Annalen aufnahm,” und in den nichsten Fe-
rienkurs (Marz 1894) integrierte. Den Beweis fiir 7 behandelte er im Kontext
mit der ,,Quadratur des Kreises™ (Versuch, einen Kreis in ein flichengleiches
Quadrat zu verwandeln), einem der klassischen geometrischen Probleme, die
mit den Konstruktionshilfsmitteln Zirkel und Lineal allein nicht zu realisieren
sind. Im Ferienkurs wurden die beiden anderen dieser Probleme, Verdoppe-
lung des Wiirfels und Dreiteilung des Winkels, ebenfalls verkntipft mit neue-
ren Ergebnissen dargeboten.

Klein setzte das Themenfeld fort, indem er im SoSe 1894 zweistiindig
iiber ,,Ausgewdhlte Fragen der Elementargeometrie” las, die Horer/innen®

7 [Gor93; Hil93; Hur93]. — Kleins Doktorschiiler Ferdinand Lindemann (1852-1939)
bewies 1882 erstmals, dass 7 eine transzendente Zahl ist. Charles Hermite (1822—
1901) fithrte 1873 den ersten Beweis fiir die Transzendenz von e. — Klein integrierte
auch in Band I seiner Elementarmathematik einen Anhang zu den Beweisen der
Transzendenz von e und 7, um die Ergebnisse breiter bekannt zu machen. [Kle24,
S.256-271]

8 Nach dem Hérerverzeichnis waren es: ,Noble, C.A.; Snyder; Lorey, W.; Fano, G.;



Klein und Geschichte der Mathematik im Unterricht 181

bat, Mitschriften anzufertigen, auf deren Basis der Gymnasialehrer Friedrich
Tagert (1863—-1950) — er hatte am Ferienkurs im Mirz 1894 teilgenommen
— eine publikationsreife Darstellung lieferte. Bei Teubner gedruckt (66 Sei-
ten), prisentierte Klein dies dem Forderverein als Festschrift bei deren Ver-
sammlung, die — veranlasst durch ihn — Pfingsten 1895 in Géttingen statt-
fand. Die Festschrift Vortrdge iiber ausgewdhlte Fragen der Elementargeo-
metrie [Kle95] fand auch international grofies Interesse, wurde rasch ins Fran-
zosische (1896), Italienische (1896), Englische (1897), Japanische (1897),
Russische (1898) iibersetzt.

In Gottingen wurden entsprechende Ferienkurse aller zwei Jahre (mit Un-
terbrechung durch den Ersten Weltkrieg) durchgefiihrt, 1909 auch erstmals
fiir Lehrkriéfte an hoheren Méddchenschulen (durch die preulische Madchen-
schulreform von 1908 war hier Mathematik und Naturwissenschaften ein ho-
herer Stellenwert eingerdumt worden). Klein gewann jeweils zahlreiche Got-
tinger Kollegen fiir die inhaltliche Gestaltung der Ferienkurse; dazu gehorten
die Privatdozenten fiir Geschichte bzw. Didaktik der Mathematik.

Dass sich Conrad Heinrich Miiller (1878-1953), der unter Kleins Agide
bereits mit einem mathematikhistorischen Thema promoviert hatte, im Jah-
re 1908 — dank Klein — als Erster fiir Mathematik, namentlich Geschichte
der Mathematik habilitierte, ergab ein tieferer Blick in die Akten. Dass Ru-
dolf Schimmack (1881-1912) im Jahre 1911 — ebenfalls dank Klein — die
deutschlandweit erste Privatdozentur fiir Didaktik der Mathematik erhielt, ist
seit ldngerer Zeit gut bekannt. (vgl. [Tob19, S. 412-413, 433-434])

Kleins genetische Methode im Mathematikunterricht
Klein reflektierte.

»Meine Art, Historie zu treiben. Voranstellung bestimmter Fra-
gen, —und nun Vergleich der Quellen.* (zitiert in [Tob19, S. 411])

Es ist nicht nur hervorhebenswert, dass Klein selbst Quellen edierte (Gauf’
wissenschaftliches Tagebuch) und die Edition der Werke bedeutender Mathe-
matiker (August Ferdinand Mobius; Hermann Gra3mann, Gauf3) anregte, be-
treute bzw. leitete. Klein betrachtete mathematikhistorische Kenntnisse eben-
so als wichtigen Aspekt seiner eigenen Lehre und des Mathematikunterrichts
an den Schulen.

Die mathematische Unterrichtsreform (von Zeitgenossen bereits als ,,Klein-
sche Unterrichtsreform™ bezeichnet) hatte einen ihrer Hohepunkte mit dem
Mathematik-Reformlehrplan (Meraner Lehrplan 1905). Darin ist — neben an-
deren mafgeblichen Aspekten — eine ,,genetische Unterrichtsmethode* be-
tont; d. h. das Entstehen mathematischer Erkenntnisse sollte im Schulunter-
richt beachtet werden. In Band I seiner Elementarmathematik beschrieb Klein

Wiger, J.; Jaccottet, C., Heegaard, P.; Metzler, G. F.; Ehlers, J.; Schiitz, L.; Frl. Chis-
holm; Frl. Winston; Campbell, G.A.; Siedentopf, H.“
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seine Vorstellungen niher. Ausgehend von seinem Prinzip der ,,Allseitigkeit™
argumentierte er, dass die Lehrperson in der Schule sowohl die rein logische
Begriindung des Stoffes (Richtung A) beherrschen miisse, aber auch das An-
wenden der Grundsitze auf reale Verhéltnisse (Richtung B). Da Richtung B
lange Zeit vernachlédssigt worden sei, sollte diese Richtung kiinftig stirker
beachtet werden. Als ein wesentliches Mittel hierfiir sah Klein das Durch-
dringen der genetischen Unterrichtsmethode (neben den Aspekten: Rauman-
schauung; Voranstellen des Funktionsbegriffs unter Fusion von Raum- und
Zahlbegriff) (vgl. [Kle24, S. 92]). Klein beschrieb in diesem Band den histo-
rischen Entwicklungsgang einiger Gebiete und meinte generell:

,Man hat vielfach gemeint, da man die Mathematik durchaus
deduktiv unterrichten koénne oder gar miisse, indem man eine be-
stimmte Zahl von Axiomen an die Spitze stellt und daraus alles
rein logisch herleitet. Dies Verfahren, welches man so gern durch
die Autoritit des Euklid stiitzt, ist jedenfalls nicht dem geschicht-
lichen Werdegang der Mathematik selbst entsprechend. Tatsédch-
lich hat sich die Mathematik entwickelt wie ein Baum, der nicht
von den feinsten Verdstelungen der Wurzeln beginnend lediglich
nach oben wichst, der vielmehr erst in dem Mafle, wie er nach
oben hin seine Zweige und Blitter immer mehr ausbreitet, auch
nach unten zu seinen Wurzeln tiefer und tiefer treibt. [Kle24,
S. 16]

Nach einem Uberblick iiber Grundbegriffe und Entwicklung der Mengenlehre
[Kle24, S. 271-290] stellte Klein die rhetorische Frage: ,,Was kann man davon
auf der Schule gebrauchen?* In seiner Antwort schloss er die Aufnahme ent-
sprechender abstrakter Sachverhalte nicht generell aus — sie sollten nur nicht
zu frith behandelt werden. Klein argumentierte mit Ernst Haeckels (1834-
1919) biogenetischem Grundgesetz’ und betonte noch einmal den Wert his-
torischer Kenntnisse. Dies sei ausfiihrlicher zitiert:

,» Wir miissen natiirlich von unserem mathematisch-pidagogischen
Standpunkt dagegen Einspruch erheben, dal man dem Schiiler
mit derart abstrakten und schwierigen Dingen zu frith kommt.
Ich mochte, um meine Ansicht, iiber diesen Punkt zu prizisie-
ren, das biogenetische Grundgesetz heranziehen, nach welchem
das Individuum in seiner Entwicklung in abgekiirzter Reihe alle

9 Dieses Grundgesetz betrifft das Verhiltnis von Ontogenese (individuelle Entwick-
lung des Lebewesens) und Phylogenese (stammesgeschichtliche Entwicklung der
Art); das Individuum wiederhole in seiner Entwicklungsphase den Prozess der ge-
samten Entwicklung der Art. Wenn auch Haeckels weitgehende Theorie heute nicht
mehr vollumfinglich geteilt wird, so wird ihr doch noch heuristische Bedeutung
zugeschrieben.
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Entwicklungsstadien der Gattung durchléuft [...]. Dies Grund-
gesetz, denke ich, sollte auch der mathematische Unterricht [.. .]
wenigstens im allgemeinen befolgen: Er sollte, an die natiirliche
Veranlagung der Jugend ankniipfend, sie langsam auf demsel-
ben Wege zu hoheren Dingen und schlief3lich auch zu abstrakten
Formulierungen fiihren, auf dem sich die ganze Menschheit aus
ihrem naiven Urzustande zu hoherer Erkenntnis emporgerungen
hat. Es ist notig, diese Forderung immer wieder zu stellen, denn
immer wieder gibt es Leute, die nach der Art der mittelalterli-
chen Scholastiker ihren Unterricht mit den allgemeinsten Ide-
en beginnen und diese Methode als die ,,alleinwissenschaftliche*
rechtfertigen wollen. Und doch ist diese Begriindung nicht ein-
mal wahr: Wissenschaftlich unterrichten kann nur heiflen, den
Menschen dahin bringen, daf; er wissenschaftlich denkt, keines-
wegs aber, ihm von Anfang an mit einer kalten, wissenschaftlich
aufgeputzten Systematik ins Gesicht springen.

Ein wesentliches Hindernis der Verbreitung einer solchen natur-
gemiBen und wahrhaft wissenschaftlichen Unterrichtsmethode
ist wohl der Mangel an historischen Kenntnissen, der sich so
vielfach geltend macht. [...]

Lernen Sie [...] wie langsam alle mathematischen Ideen erst ent-
standen sind [...] und erst in langer Entwicklung die starre und
auskristallisierte Form der systematischen Darstellung annahmen!
Moge diese Erkenntnis einst — mit diesem Wunsche mochte ich
meine Vorlesung schlieen — nachhaltigen Einflu auf die Gestal-
tung IThres eigenen Unterrichts an der Schule gewinnen!* [Kle24,
S. 289-290]

Diese Vorlesung hatte Klein erstmals im WS 1907/08 gehalten. Sie umfasste
auch historische Exkurse zur Analysis. Da Infinitesimalmathematik im Rah-
men des Meraner Lehrplans nur empfohlen worden war, aber nicht als obliga-
torisch galt, sah sich Klein veranlasst, dies mit seiner Lehre besonders zu for-
dern. In einer Vorlesung iiber die moderne Entwicklung des mathematischen
Unterrichts (WS 1910/11)'° betonte er u. a., wie auBerordentlich wichtig die-
ser Stoff fiir den Physikunterricht ist:

,.Die Mechanik, wie sie in althergebrachter Art auf der Schule ge-
lehrt wird, erfordert folgende Stiicke der Infinitesimalrechnung:

Bei den Fallgesetzen, wo Geschwindigkeit und Beschleunigung

10 Diese zweistiindige Vorlesung wurde nicht publiziert, aber von Kleins damali-
gem Assistenten Erich Hecke (1887-1947) ausgearbeitet, befindet sich im Hecke-
Nachlass [Hecl1].
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vorkommen, braucht man den Begriff des ersten und zweiten
Differentialquotienten.

Der Begriff der Arbeit erfordert den Integralbegriff. Die Barome-
terformel und die Formel fiir die Pendelschwingungen benutzt
die Exponential- und trigonometrischen Funktionen und zwar
nach ihren Differentialeigenschaften.

Ein neues Gebiet der Mathematik wird in der Elektrodynamik
und Optik benutzt. Dort tritt beim Potential der Begriff der Kraft-
linien und ihrer orthogonalen Trajektorien auf, d. h. von Integral-
kurven gewissen Differentialgleichungen. [...]* [Hecl1]

In seinem Seminar des WS 1911/12 liel Klein historische Quellen zu dem
Thema Infinitesimalmathematik analysieren. Er eroffnete das Seminar am 1.
November 1911 mit folgenden Worten:

~Zweck des diesmaligen Seminars soll ein Studium der Entste-
hungsgeschichte unserer heutigen Infinitesimalrechnung aus den
Quellen selbst sein.

Wir beginnen mit der Theorie der unendlich kleinen Grossen,
wie sie von Leibniz und seinen Schiilern gehandhabt wurde. Wir
haben ferner die Methoden der Reihenentwicklungen kennen zu
lernen und endlich die Anwendung des Grinzbegriffs [sic!].

Daneben werden wir zu untersuchen haben, wie die Mathemati-
ker vor Leibniz und Newton sich mit dem Infinitesimalproblem
auseinandersetzten: von Archimedes beginnend bis hin zu den
Neueren.

Klein.“ [Klel12, Bd. 29, S. 157]"!

Felix Klein besal} eine breite Literaturkenntnis. Fiir Fragen des Unter-
richts vertiefte er dies seit 1908 mit seinen Arbeiten als Vorsitzender der In-
ternationalen Mathematischen Unterrichtskommission (IMUK). Er erkannte
u. a., dass der Schotte Benchara Branford (1867-1944) ebenfalls eine geneti-
sche Unterrichtsmethode bevorzugte [Bra08], lie dessen Buch in seinem Se-
minar (am 26.1.1910) analysieren, anschlieend tibersetzen und bei Teubner
publizieren [Bral3]. Als parteiloser Repriasentant der Universitit Gottingen
im preuBlischen ,,Herrenhaus* (Erste Kammer des Parlaments) argumentierte

"' Im Seminar wurden 23 Vortriige von 22 Beteiligten gehalten. Darunter waren fiinf
Studentinnen, unter diesen Iris Runge (1888-1966) — die als einzige zweimal vor-
trug — und Felix Kleins jiingste Tochter Elisabeth (1888-1968) [Klel2, Bd. 29,
S. 275]. — Felix Klein zog sich am 29. November 1911 ins Sanatorium nach Hah-
nenklee zuriick (vgl. [Tob19, S. 442]); Rudolf Schimmack fithrte das Seminar zu
Ende.
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Klein mit dem Ausdruck: Der mathematische Unterricht muss ,,vom Kinder-
garten mit seinen eigentiimlichen hochinteressanten Problemen beginnend,
bis hoch hinaus zum Hochschulbetrieb® verbessert werden (vgl. [Tob19, S.
437)).

Zur selben Zeit managte Klein drei theoretische GroBprojekte, in die er
historische Darstellungen integrierte bzw. zu integrieren beabsichtigte. Dazu
gehorten ein bereits ausgearbeitetes Konzept fiir einen Abschlussband VII
(Geschichte, Philosophie und Didaktik der Mathematik) der Encyklopddie
der mathematischen Wissenschaften mit Einschluss ihrer Anwendungen, der
jedoch nicht vollendet wurde (vgl. [94]), der Mathematik-Band des Projekts
Kultur der Gegenwart mit historischen Teilen [Tob08] sowie die Abhandlun-
gen tiber den mathematischen Unterricht in Deutschland (5 Bde.), die Klein,
veranlasst durch die IMUK, herausgab.

Aus dem letzteren Projekt seien zwei Hefte hervorgehoben:

¢ Gebhardt, Martin (1912). Die Geschichte der Mathematik im mathe-

matischen Unterrichte der hoheren Schulen Deutschlands, dargestellt
vor allem auf Grund alter und neuer Lehrbiicher und der Programmab-
handlungen hoherer Schulen. [Geb12]

* Lietzmann, Walter (1909). Stoff und Methode im mathematischen Un-
terricht der norddeutschen hoheren Schulen aufgrund der vorhandenen
Lehrbiicher. [Lie09]

Lietzmann besprach das Thema Geschichte der Mathematik als einen ,,Zweig
der freien Arbeiten* und erwihnte den besonderen Wert des Studiums von
Originalquellen. Er fiihrte zur Geschichte der Mathematik aus:

,[...] es ist hier ganz allgemein eine Besserung eingetreten. Da-
von zeugen in groBer Anzahl die Lehrbiicher, die geschichtli-
che Notizen iiber Mathematiker, tiber einzelne Lehrsitze u. dgl.
einstreuen oder am Ende in einem besonderen Kapitel zusam-
menstellen. [...] Es ist von grolem Wert fiir die gesamte Klas-
se, wenn ein Schiiler etwa iiber die Anfiange der Trigonometrie
oder der Logarithmenlehre an der Hand von Tropfkes Geschichte
der Elementarmathematik berichtet. Aber unvergleichlich lehr-
reicher noch ist das Studium geeigneter Originalabhandlungen.*
[Lie09, S. 80]

Aktuell sind gewiss andere Gegenstinde fiir die historische Betrachtung noch
besser fiir den Unterricht geeignet. Die Miinchener Gymnasiallehrerin Ul-
rike Schitz, die in ihrer Schulbuchreihe jedes Hauptkapitel historisch ein-
leitete (und im eigenen Unterricht ausnahmslos positive Erfahrungen damit
sammelte), hat im Schulbuch fiir Schuljahr 9 [SEQ7], Kapitel 8 Fortfiihrung
der Raumgeometrie Mobiusband und Kleinsche Flasche integriert, nebst ei-
ner Kurzbiographie Kleins (S. 172-73).
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AbschlieBend sei Klein noch einmal zitiert, der historische Kenntnisse als
eine malgebliche Basis fiir gute Lehre und Forschung sah, das eigentliche
Unterrichten aber auch als eine ,,Kunst“ betrachtete:

,.So0ll ich mich im allgemeinen Sinne iiber Paedagogik aeussern,
so will ich folgende Betrachtung vorausschicken: Man kann das
paedagogische Problem mathematisch formulieren, indem man
die individuellen Qualititen des Lehrers und seiner n Schiiler als
ebensoviele Unbekannte einfiihrt, und nun verlangt, eine Functi-
on von (1 +n) Variablen:

F(x0,X1,- ... %)

unter gegebenen Nebenbedingungen zu einem Maximum zu ma-
chen. Liee sich dieses Problem eines Tages entsprechend den
bis dahin realisirten Fortschritten der psychologischen Wissen-
schaft direct mathematisch behandeln, so wire die (practische)
Paedagogik von da ab eine Wissenschaft, — so lange das aber

nicht der Fall ist, muss sie als Kunst gelten.” [K1e99, S. 133]
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